24.7 Omezenost funkci, maximum a minimum

Predpoklady: 2203, 2402

Pedagogicka poznamka: Je tfeba postupovat tak, aby se na konci stihlo zadani domaciho tkolu.

Pi.1: Nakresli vedle sebe grafy funkci: y, =x-2, y, = |x —1| -2, y,= H . Ur¢i jejich obory hodnot.
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Jakych hodnot nabyva funkce?
Funkee mie nabvt viech hodnot Funkce nabyva pouze hodnot vétsich nez nebo Funkce nabyva pouze hodnot vétSich nez 0. (ale i
y ’ rovnych —2. (ale i hodnot vétSich nez —3 nebo —100). hodnot vétsich nez —3 nebo —100).

Funkce neni omezena

(miiZe jit do libovoln€ malych i libovolné¢ velkych oy s . y Funl/<ce Je zdola omezena .
hodnot). (nemtZe jit do libovolné malych hodnot, zezdola ji néco omezuje v rozletu).

Jak definice?
Funkce je zdola omezena prave kdyz existuje takové Cislo d R , Ze pro vSechna x[1D ( f ) plati f (x) >d.

Ur¢i Cislo d z predchozi definice.



d=-2;-3;—1m1-1620;... d =0;-1;-2; — ;. -2006;...
nekonec¢né mnoho takovych Cisel d U (—00; —2> nekonec¢n¢ mnoho takovych Cisel d U (—00;0>

Co znamena rozdil v typech oboru hodnot (zleva uzavieny x zleva otevieny interval).
Funkce nema nejmensi hodnotu, plati

f (10) = i;f (100) =L atd. Hodnoty se pro

Funkce ma pro x =1 nejmensi hodnotu y =-2. 10 100
zvetSujici se x zmenSuji, ale porad jsou vétsi nez 0 a
7adna z nich neni nejmensi (jak se tam vejdou? — to

jsou ta nekonecna)
Funkce ma minimum pro x =1 s hodnotou y =-2.
Jak napsat definici, aby se liSila od definice omezené
funkce?
To Cislo, které je mensi neZ hodnoty funkce musi byt
hodnota funkce pro néjaké x.
Definice?
Funkce f (x) ma minimum prave, kdyz existuje

X, DD(f)takové, Ze pro kazdé xDD(f)
plati f(x)= f(x,)

Co je vzdcnéjsi existence minima nebo omezenost zdola?

Existence minima. UZ z tabulky je vidét, Ze existuje zdola omezena funkce bez minima. Pokud mé ale funkce minimum, musi byt omezend (pfi nejhorSim
hodnotou minima).
Plati: existuje minimum => omezenost zdola.

Pedagogicka poznamka: Studenti v tomto okamziku nevédi, jak vypada graf funkce y =

1 . . 1
—‘ . Proto jim na tabuli nakreslim graf funkce y =— s tim, Ze zbytek
X X

musi vyfeSit sami (stejnym zpusobem jako dosud fesili grafy funkci s absolutni hodnotou).



Pr.2: Nakresli grafy tif funkci tak, aby:
a) jedna nebyla omezena,
b) jedna byla shora omezend, ale nem¢la maximum,
¢) jedna méla maximum.
Vytvot obdobnou tabulku, jakou jsme méli u funkci omezenych zdola. Doplii do ni vSechny definice.
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Jakych hodnot nabyva funkce?
Funkce mitze nabvt viech hodnot Funkce nabyva pouze hodnot mensich neZ nebo Funkce nabyva pouze hodnot mensich nez 0. (ale i
y ) rovnych 1. (ale i hodnot mens$ich nez 12 nebo 1989). hodnot mensSich nez 3 nebo 100).

Funkce neni omezena
(miiZe jit do libovoln€ malych i libovolné¢ velkych
hodnot).

Funkce je shora omezena
(nemtiZe jit do libovoln¢ velkych hodnot, seshora ji néco omezuje v rozletu).

Jak definice?

Funkce je shora omezend pravé kdyz existuje takové ¢islo DR, Ze pro vSechna x [ D( f ) plati

f (x) <D.
Ur¢i ¢islo D z ptedchozi definice.
d=2,3;11278;... d=0;1;2; 11.1848;...

nekonecné mnoho takovych ¢isel DL <1; 00) nekonecné mnoho takovych ¢isel DL <0; 00)

3



Co znamend rozdil v typech oboru hodnot (zprava uzavieny x zprava otevieny interval).
Funkce nema nejvétsi hodnotu, plati
1 1
f (10) 1O,f (100) 100 atd. Hodnoty se pro
nejvetsi hodnotu y =1. zvétSujici se x zvétsuji, ale poidd jsou mensi nez 0 a
74dna z nich neni nejvétsi (jak se tam vejdou? — to
jsou ty nekonecna)

Funkce ma nejvétsi hodnotu pro x =0, dosahuje

Funkce ma maximum pro x =0 s hodnotou y =1.

Jak napsat definici, aby se liSila od definice omezené
funkce?
To ¢islo, které je vétsi neZ hodnoty funkce musi byt
hodnota funkce pro néjaké x.
Definice?
Funkce f (x) ma maximum prave, kdyz existuje

x, OD( f)takové, ze pro kazdé xOD( f)
plati f(x) < f(x,)

Pedagogicka poznamka: Vsechny definice by studenti méli napsat samostatné. Pokud nds tlaci Cas, ¢ast vypliiovani pieskakujeme.
Funkce, ktera je omezena zdola i shora, se nazyva omezena.
Pr.3: Najdi linedrni funkci, kterd je omezena.

. Kazda konstantni funkce je omezena.

P¥.4: Nakresli grafy funkei y, = |x + 1| -3 a v, = —‘\/5 - x‘ + 77 a urci obor hodnot, zda jsou omezené,

zdola, shora omezené, zda maji maximum ¢i minimum a kdy jsou rostouci a kdy klesajici.



H(f):<—\/§;°°)

omezena zdola
neni omezena shora
ma minimum pro x =—1 s hodnotou

y= —\/g (tedy minimum v bodé
[—1; -3 ] )
rostouci v intervalu <—1; o)

klesajici v intervalu (—00; —1>

H(f)=(~em)
omezena shora
neni omezena zdola

ma maximum pro x = \/5 s hodnotou
y =717 (tedy maximum v bodé

[\/5 ; ﬂ] )
rostouci v intervalu (—00; \/5 >

klesajici v intervalu <\/§ : oo)

Pedagogicka poznamka: Je dobré studenty upozornit na to, Ze pti urCovani minima je potfeba uvadét ob¢ soutradnice. Piikladné nakreslit na tabuli dva
jednoduché piiklady.

\

y

Pr.5: Nakresli graf libovolné funkce, kterd spliiuje najednou nasledujici podminky:
a) D(f)=R,
b) funkce je omezend, ma maximum 5 v bod¢ x =3, nema minimum,
c¢) funkce je suda,
d) funkce je rostouci v intervalu <O; 2> .

. Reeni je mnoho, je nutné zkontrolovat, co nakresli studenti.



Pedagogicka poznamka: Nisledujici dva piiklady nejsou feseny v této hoding, ale zabyva se jimi hodina pif§ti. Zéci by se na feSeni méli pfipravit doma
(samostatn¢).

PF. 6: Projdi si vSechny grafy funkci s absolutni hodnotou v piedchozich hodindch 2401-2407 a najdi odpovéd’ na nésledujici otazky.
a) V jakych piipadech maji grafy tvar pismena V nebo obraceného pismena V?
b) V jakych pfipadech je mozné pouZit pro feSeni metodu napodobeni vypoctu?
¢) V jakych ptipadech je mozné pouZzit pro feSeni metodu déleni definicniho oboru?

Pf.7: Na zdkladé€ piiklada feSenych v pfedchozich hodindch 2401-2407 rozhodni, jaky tvar maji grafy funkci danych pfedpisem y =a |x —b| +c. Jakym

zpusobem ovliviiuji tvar vysledného grafu hodnoty konstant a, b a ¢?

Shrnuti: Funkce je omezen4, je-li omezeny jeji obor hodnot.



